Appunti di topologiasu R

Intervalli
DEFINIZIONE: Un intervallo € un qualsiasi sottoinsieme di numeri reali, sigoelimitato,
illimitato, finito o infinito.

Intervalli finiti ed infiniti
DEFINIZIONE: Un intervallo si dicdinito se € composto da un numero finito di elementiglSe
elementi sono infiniti I'intervallo si dicanfinito.

Intervalli limitati
DEFINIZIONE: Un intervallo si dicdimitato se lo stesso ha come estremi due numeri redii &ini
eb (cona<b).
DEFINIZIONE: Un intervallo limitato si diceperto se tutti i numerk in esso contenuti sono tal
che:

a<x<hb,
e si indica con i simboli:
(a,b) oppurela, b.
DEFINIZIONE: Un intervallo limitato si dicechiuso se tutti i numerk in esso contenuti sono tali
che:

a<x<bh,
e si indica con il simbolo:
[a, b].
DEFINIZIONE: Un intervallo limitato si diceperto a sinistra se tutti i numerk in esso contenuti
sono tali che:

a<x<hb,
e si indica con i simboli:
(a, b] oppure]a, b].
DEFINIZIONE: Un intervallo limitato si diceperto a destra se tutti i numerk in esso contenuti
sono tali che:

a<x<b,
e siindica con i simboli:
[a, b) oppure[a, b.

| numeria eb si dicono rispettivamenistremo inferiore edestremo superiore dell’intervallo.
DEFINIZIONE: Si definisce aggio dell'intervallo la quantita:

b—a

>

DEFINIZIONE: Si definiscecentro dell'intervallo la quantita:

a+b

2
La misura dell'intervallo é data invece dalla quantita- a.

Gli intervalli limitati hanno come immagine geoniedr dei segmenti.




Intervalli illimitati
Siaa un numero reale finito qualsiasi.
DEFINIZIONE: Si definisceintervallo chiuso illimitato superiormente e di estremo inferiora,
I'insieme di tutti i numerk cosi formato:
{x tali che x € R,x = a},

e si indica con i simboli:
[a,+) oppure[a, +o|.
DEFINIZIONE: Si definisceintervallo aperto illimitato superiormente e di estremo inferiora,
I'insieme di tutti i numerk cosi formato:
{x tali che x € R,x > a},

e si indica con i simboli:

(a,+) oppure]a, +oof.
DEFINIZIONE: Si definisceintervallo chiuso illimitato inferiormente e di estremo superioee
l'insieme di tutti i numerk cosi formato:

{x taliche x € R,x < a},

e si indica con i simboli:

(—o0, a] oppure]—oo, a].
DEFINIZIONE: Si definisceintervallo aperto illimitato inferiormente e di estremo superioie
l'insieme di tutti i numerk cosi formato:

{x taliche x € R,x < a},

e siindica con i simboli:
(—, a) oppure]—oo, a.
Gli intervalli illimitati hanno per immagine geonniea delle semirette.
DEFINIZIONE: Tra gli intervalli illimitati bisogna tener contdel continuo lineare R, che si
indica coi simboli:

(—00, +00) oppure]—oo, +oo.
L’immagine geometrica del continuo lineare e tldateetta reale.

Maggioranti e minoranti

DEFINIZIONE: Un intervalloE si dicelimitato superiormente se esiste un numero reale fino
che risulta essere maggiore di qualsiasi elemari) cloé se:

AbeRt.c.VXEE :x<bh.
DEFINIZIONE: Un numero realb di cui sopra si dicenaggiorante di E.
E possibile che un intervallo non possieda alcuggimsante. In tal caso abbiamo dae illimitato
superiormente.
OSSERVAZIONE il piu piccolo tra tutti i maggioranti dE coincide con l'estremo superiore
dell'insiemekE.
DEFINIZIONE: Se l'insiemeE (limitato o illimitato) e chiuso superiormentelaa il suo estremo
superiore € detto anclneassimo dell'insiemeE.
Analogamente:
DEFINIZIONE: Un intervalloE si dicelimitato inferiormente se esiste un numero reale fingo
che risulta essere piu piccolo di qualsiasi eleménE, cioe se:

VxeE:x>a.

DEFINIZIONE: Un numero reala di cui sopra si diceninorante di E.




E possibile che un intervallo non possieda alcunonainte. In tal caso abbiamo die illimitato
inferiormente.

OSSERVAZIONE il piu grande tra tutti i minoranti dE coincide con I'estremo inferiore
dell'insiemekE.

DEFINIZIONE: Se I'insiemeE (limitato o illimitato) & chiuso inferiormente,lata il suo estremo
inferiore e detto anch@inimo dell'insiemeE.

OSSERVAZIONE:in un intervallo finito esistono sempre il massietbil minimo.

TEOREMA: Se un insieme E ammette estremo superiore, quesice@

Dimostrazione:

Sianos e t due estremi superiori dellinsieme E. Nellips assurda che essi siano distinti,
dovrebbe essere necessariamentet, oppures > t. Nel primo caso, dovendo essere I'estremo
superiore il piu piccolo dei maggioranti j risulta ches non € piu estremo superiore, visto che,
per definizione, & il piu piccolo maggiorante dt. Nel secondo caso, risulta chenon € piu
estremo superiore, visto che, sempre per defingziers il piu piccolo maggiorante dt. Da cio
risulta che deve essere necessarianente

TEOREMA: Se un insieme E ammette estremo inferiore, quastoce.

La dimostrazione € del tutto analoga a quella \istaeorema precedente, quindi viene omessa.
TEOREMA: Ogni insieme non vuoto E di numeri reali, superieme limitato, ammette I'estremo
superiore.

TEOREMA: Ogni insieme non vuoto E di numeri reali, inferi@mte limitato, ammette I'estremo
inferiore.

Intorni di un punto
DEFINIZIONE: Si chiamaintorno completo di un numero reale (o di un puntg)un qualsiasi
intervallo aperto che contenga
DEFINIZIONE: Un intervallo apertdJ di raggiod si diceintorno circolare di ¢ se si puo indicare
nella forma seguente:

U=(c—6,c+96),

e risulta essere l'insieme deglie R tali che:
|x —c| <.

DEFINIZIONE: Si diceintorno destro del numero reale, ogni intervallo, aperto a destra, che
abbiac come estremo inferiore.
DEFINIZIONE: Si diceintorno sinistro del numero reale, ogni intervallo, aperto a sinistra, che
abbiac come estremo superiore.
DEFINIZIONE: Si chiamantorno di infinito ogni insieme di numeri reali il quale contengdi tut
numeri reali x soddisfacenti ad una diseguaglianza del tipd >k, con k numero
convenientemente scelto.

Punti di accumulazione
DEFINIZIONE: Un puntoc si dice che & upunto di accumulazione dell'insiemeE quando in
ogni intorno dic cadono infiniti punti dE.
OSSERVAZIONE:Se l'insiemeE é finito, ossia se contiene un numero finito dintpuallorak e
sprovvisto di punti di accumulazione.
OSSERVAZIONE:L’insieme vuoto e sprovvisto di punti di accumudae.




TEOREMA (di Bolzano):Ogni insieme limitato ed infinito E di numeri reaéimmette almeno un
punto di accumulazione.

OSSERVAZIONE:Ogni insieme infinitoE di numeri reali, ammette sempre almeno un punto di
accumulazione, in un punto reale finito o all'infm

DEFINIZIONE: Un punto c che appartenga ad un insieni2 ma che non sia punto di
accumulazione dt, si chiamgpunto isolato di E.

OSSERVAZIONE:Sec € un punto isolato dt, esiste almeno un intorno diche non contiene
punti di E distinti dac (contiene sola).

Punti interni, esterni e di frontiera
DEFINIZIONE: Sia E un sottoinsieme dR. Tutti i punti di R che non appartengono &l
costituiscono un insieme che si chiameoimplementare di E (rispetto &R).
DEFINIZIONE: Un puntoc si diceinterno allinsiemeE se esiste almeno un intornodil quale
sia interamente costituito da punti che apparteogaiic.
DEFINIZIONE: Un puntoc si diceesterno allinsiemeE se esiste almeno un intornodil quale
non contenga alcun punto & vale a dire sia completamente costituito da pdetl'insieme
complementare dt.
DEFINIZIONE: Un puntoc si dicepunto di frontiera per I'insiemeE se non € né interno né
esterno adE, vale a dire, se in un qualsiasi intornocdcade almeno un punto Hied almeno un
punto del complementare Hi
DEFINIZIONE: Si definiscefrontiera di un insieme numerick l'insieme di tutti i punti che sono
di frontiera pelE.
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