Appunti di teoria delle funzioni
In questa dispensa parleremo delle funzioni reialiagiabile reale, descrivendo alcune proprieta
fondamentali e introducendo definizioni basilari.
SianoA e B due sottoinsiemi dRr.
Definizione Una qualsiasi legge matematica che trasforma elgmnento dell'insiem@ in uno ed
un soloelemento dell’insiem® si definiscefunzione. Il sottoinsiemeA é spesso chiamatonsieme
di partenza di f, mentre il sottoinsiemB e dettansieme di arrivo dif.
Una funzione cosi definita in simboli matematicesprime come segue:
f:A-B.
Definizione Se la funzioné accetta (quindi trasforma) tutti gli elementi deliemeA, allora tale
insieme prende il nome dominio della funziond.
Definizione L'insieme di tutti gli elementi dell'insiemB che sono associabili all'insiendeper via
dell'azione dif prende il nome diodominio o immagine di f.
In termini insiemistici il codominio é rappresemabme segue:
Cod(f)={y€B|3axeAt.c.y=f(x)}.
Definizione Una funzionef: A — B si diceiniettiva se:
Vxy,x; € A, xy # x5 ¢ f(xg) # f(xg).
Dalla definizione appena data segue che la funzfgmg = x + 1 non puo essere iniettiva, mentre
lo sara sicuramente la funziofiéx) = x3 — 5.
Definizione Una funzionef: A — B si dice suriettiva (0 surgettiva) se I'insieme d'arrivoB
coincide col codominio di In termini matematici & suriettiva se:
VyeEBIx€A|y=f(x).
La funzione f(x) = x3 & sia iniettiva che suriettiva su tutk La funzionef(x) = x? non &
iniettiva e neanche suriettiva su tuRoRisulta invece suriettiva skt (restrizione dell'insieme di
arrivo ai soli reali positivi).
Definizione Una funzionef: A — B si dicebiunivoca se € al contempo sia iniettiva che suriettiva.
Definizione Si definiscegrafico della funzionef: A - B l'insieme delle coppie del piano reale del
tipo (x, f(x)). In termini insiemistici:

graf ={(x,f(x))|x € A f(x) € B}.

Osservaziondl grafico di una funziong¢: A — B € un sottoinsieme del prodotto cartesidrne B.



Estremi di una funzione
Siaf: D — R una funzione definita sul suo domiriloe avente valori nell'insieme dei numeri real
R.
Definizione Si dice chd ha unmassimo assolutael puntax, € D se:
Vx € D: f(x) < f(xg).
Definizione Si dice chd ha unminimo assolutonel puntox, € D se:
Vx € D: f(x) = f(xg).
Definizione Si dice chdé ha unmassimo relativoin un intornol, del puntax, € D se:
Vx € L : f(x) < f(x0).
Definizione Si dice chd ha unminimo relativo in un intornol, del puntox, € D se:

Vx € L : f(x) = f(x0).
Definizione Una funzionef: D — R si dicecostantese in ogni punto del dominfdha al contempo
un massimo assoluto e un minimo assoluto.
Definizione Una funzionef: A - B si dicelimitata se la sua immagine (cioé il suo codominio) &
costituita da un intervallo limitato.
Definizione Una funzionef: A — B si dicelimitata superiormente se la sua immagine e costituita
da un intervallo limitato superiormente.
Definizione Una funzionef: A — B si dicelimitata inferiormente se la sua immagine € costituita
da un intervallo limitato inferiormente.
Definizione Una funzionef:A — B si dice illimitata se la sua immagine e costituita da un
intervallo illimitato.
Esempi
La funzionef(x) = sin(x) € una funzione limitata in quanto nel piano resdea pud assumere
solo valori nell'intervallo chiuso e limitato [-11].
La funzione f(x) = vx & una funzione limitata inferiormente in quantsaesissume qualsiasi
valore nell'intervallo limitato inferiormente [O+0).

Caratteristiche di alcune funzioni
Definizione Una funzionef: A — B si diceperiodica o t-periodica di periodot ( > 0) se il suo
dominio € invariante per traslazioni di passorisulta:

flx+1t)=f(x),Vx € A.

Il piu piccolot che soddisfa le condizioni di cui sopra vieneapériodo di f.
Esempi di funzioni periodiche sono il serto=(2x), il coseno (= 2x), la tangentet(= =) e tante
altre funzioni definite circolari.
Definizione Una funzionef: A —» B si dicepari o simmetrica rispetto all’asse delle ordinate, se
f(x) =f(—x),vx € A.
Esempio La funzionef (x) = x? — 1 & una funzione pari.
Definizione Una funzionef: A — B si dicedispari o simmetrica rispetto all’origine degli assi, se
f(x) =—f(—x),Vx € A.

Esempio La funzionef (x) = x3 & una funzione dispari.



Composizione di funzioni
Sianog: A —» B e f: B — C due funzioni reali di variabile reale, definita sgpettivi domini.
Definizione Una funzioneh: A - C si dice compostadi f e g se & tale ché(x) = f(g(x)),
Vx € A. In termini funzionali si scrive:
h = f°g.

Esempio La funzione h(x) = Vvx2+1 € una funzione composta. Infatti risulta essere la
composizione delle seguenti funzioni:

gx) =x*+1ef(y) =./y.
Dall’lesempio di cui sopra e facile intuire come duazioni si possano comporre applicando la
seconda funzione allimmagine della prima.

Sia f:A—- B una funzione biunivoca (eventualmente consideratalorestrizione al solo
codominio).
Definizione La funzioneg: B — A si diceinversadella funziond se:
f°9=g°f =14,

dove con il simboldd viene indicata ldunzione identita, ossia quella funzione che associa ad
ogni elemento dell’insieme di partenza sé stesiiinseme di arrivo:

Id(x) = x, Vx € A.
Nota La funzione inversa di una funziohsi indica col simbolg 1.
Esempio Siaf(x) = x? definita sui soli reali non negativi ed avente edimsieme di arrivo il solo
codominio. La funzione ha come grafico il solo radestro della parabola. Con le restrizioni sopra
riportate tale funzione risulta essere biunivoca.slua inversa non puo che essere ovviamente la

funzionef~1(y) = \/} Infatti, componendo queste due funzioni, si agiéa funzione identita:

Ffe) = F(F100) = (Vx)" =x,

mentre
) =) =Vx2 = x.

Teorema Condizione necessaria_ma non sufficieatinché f: A - B sia invertibile & chd sia
iniettiva.
TeoremaSe una funziong: A — B é invertibile allord risulta biunivoca.
Esempio di come determinare I'inversa di una fungio
Determinare la funzione inversafix) = (2x + 8)3.
Bisogna trovare un’espressione che esprima lahifgianel codominio della funzionke
Si poney = (2x + 8)3, cony elemento ovviamente del codominio, e si risolegliazione inx:

Vy=2x+8

V-8
—.

X =

3/y-8
2
OsservazioneUna funziond puo risultare invertibile localmente in un sotgieme diA nel qualef

risulti iniettiva, pur non essendolo su tuio

La funzioneg(y) = = f~1(y) & la funzione inversa della funziohe



Funzioni monotone

Definizione Una funzionef: A — B si dicestrettamente crescentese:

vxl,xz S A,x1 < xz:f(xl) < f(xz).
Definizione Una funzionef: A — B si dicestrettamente decrescentse:

vxl,xz S A,x1 < xz:f(xl) > f(xz).
Teorema Se una funziong: A — B € strettamente crescente oppure strettamentesdeate allora
essa e anche invertibile.
Definizione Una funzionef: A — B si dicenon decrescentese:

VX1, X, € A, %1 < Xp0 f(x1) < flxy).
Definizione Una funzionef: A — B si dicenon crescentese:

vxl,xz € A,x1 < xz:f(xl) = f(xz).
Definizione Una funzionef: A — B si dice costante se € al contempo non decrescente e non
crescente.
Nota Tutte le definizioni di monotonia date sopra esgono restringere anche localmente se le
proprieta valgono in un qualsiasi intorno di un foutkel dominio.
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