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1. Processi Stocastici Stazionari

In matematica un processo stazionario € un procesastico la cui distribuzione di probabilita ha
la stessa forma per ogni scala temporale o spaddeconsegue che parametri come media e
varianza, se esistono, sono invarianti nel tempelle spazio.

Un esempio di processo stazionario € dato dalffie noisegaussiana. D’altro canto, il suono del
piatto di una batteria non rappresenta un procgisaonario poiché la sua potenza acustica (quindi
la sua varianza), a seguito del colpo, decade astgre del tempo, risultando quindi legata alla
storia pregressa del processo stesso.

La stazionarieta viene spesso usata nell’anallk derie temporali, dove il flusso dei dati € sues
trasformato in modo da divenire stazionario. | psst sono descritti da andamenti o trend
stazionari se sono combinazione lineare di proc&sgionari, uno o piu dei quali esibiscono un
andamento ben definito o trend. Trasformare uni skrdati per renderla processo stazionario é
un’operazione che prende il nome de-trending (ne € un esempio la DFA — De-trended
Fluctuations Analysis).

Entriamo nei dettagli e consideriamo un procesmastticc{xn,nDZ}, dove Z rappresenta
linsieme dei numeri interi relativi, tale che lauas varianza esista e risulti finita, cioe
Var(X,)<,0n0Z . La funzione diautocovarianzay, (J di {X.} & definita dallespressione

seguente
yi(nm)=CouX,,, X ) = ({ X, =(x,)]dx, = (x,)]})

dove con(Xn> abbiamo rappresentato il valore medio della végadleatoriaXs.

La varianza diX, che deve essere finita per ipotesi, € quella dafper ogni istante di tempo. In
guesto modo vogliamo indicare che si costruisconerse realizzazioni del processo stocastico,
allo stesso istante di tempo, con varianza finita.

Una serie temporalé¢X,,nZ} forma un processo stocastico stazionario se sfadté seguenti

proprieta:

] <|Xn|2><oo,DnDZ

i. (X,)=u,cheéilvalore medidn0Z
ii. y,(n,m)=y, (n+t,m+t),0n,m,t0Z

Definiamo la proprieta iistazionarieta debole
L’autocovarianza di un processo stazionario la jposs definire in termini di una funzione di una
sola variabiléh = n —m, ossia

y.(h)=y,(h,0)=Co(X,.,,X,),0n,mOZ (1.1)

Questa e la funzione di autocovarianza alla dtatesia alla separaziohe
La (1.1) segue dal fatto che, se consideriamo oongsso stocastico staziona{liiq1 ,n0 Z}, per la

stazionarieta debole, scegliendo - m, risulta

y.(n,m)=y, (n-m,m-m)=y,(n-m,0),0n,mOZ
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Definiamo ora la funzione dautocorrelazionedel processo stocasticpX,,n0Z} nel modo
seguente

b=~ ?‘) - Cor(X, 1 X,)

o
N—

Possiamo definire anche una stazionarieta fosteic( stationariety usando la funzione di
distribuzione della variabile aleatoia.

Consideriamo il caso in cui il processo stocassi@ formato da una serie temporale (variabile
aleatoria definita ad incrementi tempora{i)(n,nDT}, dove T € un insieme temporale. Essa

presenta una stazionarieta forte se la distribezbeila sottosequenz(a(l,..., Xk) e uguale alla
distribuzione della sottosequené&1+h Xk+h), per ogni coppia di interi positiw e h. In modo

intuitivo questo significa che il grafico ottenutta una qualsivoglia realizzazione della serie
temporale deve mostrare le stesse caratteristigtisteehe su intervalli di eguale lunghezza, ma
scelti in modo arbitrario.

Da quanto detto siamo portati a concludere che{%g,nOT} & una serie temporale con

stazionarieta forte, allora, sceglienka 1, segue ch&, ha la stessa distribuzione qualunque sia
nOT. Se <|Xn|2> <o abbiamo che il valore medifX,) e la varianzavar(X,) della variabile

aleatoriaX, sono entrambi costanti. Inoltre, prendefdo 2, risulta cheX ,, e X, debbono avere

la stessa distribuzione e quindi la stessa covaaiger tutti i valori dih(dZ. Questo e un risultato
notevole poiché ci permette di concludere che urcgsso con stazionarieta forte, per cui il
momento del secondo ordine (varianza) e finito, re processo stazionario. L’inverso e
generalmente falso, ossia un processo stazionaridmplica necessariamente che esso sia anche
stazionario in senso forte. Tuttavia cio risultaovee e solo se la serie temporale in esame € un
processo stocastico gaussiano.

| processi stazionari giocano un ruolo crucialelonstudio delle serie temporali. In molti casi
dall'osservazione diretta dell’landamento o trenduda serie temporale si deduce un’apparente
assenza di stazionarieta. Tuttavia con diverseideenche discuteremo in seguito, € possibile
operare delle trasformazioni sull'insieme dei datmodo che il processo ottenuto coi nuovi dati
trattati possa ritenersi stazionario, al fine diege pronto per essere trattato coi modelli sizitist
propri delle serie temporali stazionarie.
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2. Autocovarianza e autocorrelazione di un processsiazionario

Analizziamo adesso le proprietd della funzione dtoeovarianza di un qualsiasi processo
stazionaric{Xn,nDT}. Poiché un processo stazionario ha varianzaafiméer ipotesi, cioe

Var(X,)<e, otteniamo immediatamente che la funzione di awadanza dell'incremento

temporaleh & non negativo, ossigh) = 0.
Consideriamo ora la seguente disuguaglianza dilga8chwarz

n) =[CoU X, X, ) < Var(X .., ) Var(X,) . 2.1)

Dalla (2.1) otteniamo immediatamente djigh) < ){0), Ch D Z.
Un'ulteriore proprieta della funzione di autocowrza di un processo stazionario € che

A=) =CoUX . X,) = CoUX,,, X ) = 1)

Esiste anche un teorema che afferma che la fundbastocovarianzg/(h) & definita positiva per
ogni serie temporaléxn ,nDT} formante un processo stazionario. Infine, peri dgnzione di
autocovarianza y(h) esiste sempre un processo stazionario gaussianauil funzione di
autocovarianza & proprig(h) stessa.

Dall'osservazione di una particolare realizzaziogedi un processo stocasticX, ,n00T},
possiamo ottenere la funzione di autocovarianzaa®pione in esame, definita nel modo seguente

A==

-h

3

(Xj+h _<X>)(Xj - <X>) AP

0\
=

i

perO<hs<n, e dove cor{x> abbiamo indicato il valor medio deglielementix. Inoltre sappiamo
chey(h)=y{(-h)e-n<h< 0.

Osserviamo che nella (2.2) abbiamo diviso pemnziché pen — h poiché vogliamo essere sicuri
che la matrice™, =[y{i - j)], calcolata pet, j = 1, ...,n, sia positiva definita.

La funzione di autocorrelazione del campione énitaftramite la funzione di autocovarianza

h
ph)= %

per |h| <n. La matrice corrispondent®, = [p(i - j)] risulta anch’essa positiva definita.

Notiamo che sia la funzione di autocorrelazione lehinzione di autocovarianza possono essere
calcolate per qualsiasi serie temporale, non nadessente per quelle che costituiscono la
realizzazione di un processo stocastico. Se icdetiengono una componente secolare, a|1o('la)|
esibisce un decadimento molto lento al crescerb. dbe invece i dati hanno una componente
periodica, allora la funzione di autocorrelazigngh) mostrera la stessa identica periodicita.

Concludiamo affermando che la funzione di autodariene rappresenta uno strumento potente per
stabilire I'assenza di stazionarieta di un processoastico.
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3. Componenti secolari e periodiche
In precedenza abbiamo parlato della possibilitatidizzare la funzione di autocorrelaziomz(h)
per stabilire se in un processo stocastico qualsiasia 0 meno assenza di stazionarieta. Essa,

infatti, ci permette di stabilire se allinterno Iéeserie temporald X, ,nOT} ci siano o meno
componenti secolari e/o periodicita che, con metdd fra poco presenteremo, possono essere

ridotte o addirittura eliminate.
Data una qualsiasi serie temporé@én ,nDT}, possiamo immaginare che essa sia divisa nel modo
(3.1)

seguente
X,=s,+p,*+Y,,nT

doves,, pn €Y, sono tre variabili aleatorie tra loro generalment@pendenti.
La variabile aleatoria, € dettacomponente secolarge € una funzione dipendente dal tempo in
modo non banale e che varia molto lentamente.
Definiamo invece la variabile aleatonig componente periodicae rappresenta una funzione del
tempo periodica, avente un certo periodo appaente
La variabile aleatoria rimanen¥n rappresenta un processo stocastico che e almdrmnuente
La speranza € che, dopo aver individuato e quilirgato le componenti secolari e periodiche, il

stazionario.
resto della serie sia un processo stocastico siai@interessante, in modo da poter usare laaeori
che li descrive statisticamente, al fine di trovare modello probabilistico peYn, studiarne le

caratteristiche principali, quindi usare I'interxie Xn per operare predizioni o controlli su di essa.
Vediamo alcuni esempi di serie temporali aventiquiicita e componenti secolari.

Figura 1
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La figura 1 mostra come la serie temporale geneafalia funzionef (t) = co{O.Zt +Ej possiede

una componente periodica.
La figura 2 seguente invece mostra una serie tesgtinanziaria che presenta sia una componente
secolare (la traccia in rosso che sembra esserecnesaita esponenziale) che una componente

periodica (le piccole concavita segnate in blu, ceebrano ripetersi ad intervalli temporali

pressoché costanti).
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La figura 2 si riferisce a dieci anni di quotaziaggiernaliera del titolo azionario Benetton Group.
Nella prossima figura (figura 3), per completare gliadro, mostriamo come si presenta
graficamente un processo stocastico stazionariordepdalle componenti secolare e periodica.

Figura 3
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La figura 3 mostra la serie temporale formata darnmi normalizzati di dieci anni di quotazione
giornaliera del prezzo del petrolio in dollari gaarile. Parleremo in seguito di questa particolare
trasformazione della serie di dati. Quello chenteliessa ora € notare che il processo stocastico
ottenuto in figura e stazionario (ma questo lo ditreremo in seguito) e depurato da qualsiasi
componente secolare e/o periodica.
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4. Eliminazione delle componenti secolari e periodne

Come abbiamo detto nel paragrafo precedente, ébjessliminare o ridurre al minimo le
componenti secolari e periodiche operando sullae semporale rappresentante il processo
stocastico in esame, al fine di ottenere un pracesscastico che sia almeno debolmente
stazionario.

Consideriamo ora un processo stocastﬁ&!q ,nDT} privo di componenti periodiche. La (3.1)
diventa

X, =s,+Y,

e per semplicita possiamo supporre che la variabdatoriayn sia stata normalizzata in modo da
avere media zero, ossKa(n> =0. Per avere una stima della componente sec@arpossiamo

operare in generale dn (approssimazione) con una famigliandiunzioni polinomiali di secondo
grado, per esempio

— 2
S, =8 +an+a,n

scegliendo le costandy, a; € a; in modo da minimizzare la distanza quadraticasira la serie
temporale osservadg,. Questo metodo e detstima dei minimi quadrati

Un metodo alternativo e rappresentato daleoothingtramite medie correnti Siag un numero
intero positivo e consideriamo la media correnté piecesso stocastic§X,,nOT}, ossia

definiamo la nuova variabile casuale

1 q

n >(n+'
20-1: .

1=-q

che rappresenta il valore medio dgi®21 valori adiacenti Xn (un intorno di valori dXn di cui Xn
e il centro). Se linsieme dei dati € composto Nldermini, perq+1<n<N-q abbiamo la

seguente espressione

1 3 1 g
W. = S, + Y. =8,
n 2q+1z n+] 2q+1z J

j=-q j=-q

risultato che si ottiene immediatamente se suppomiache la componente secolasg €
approssimativamente costante nell’'intorngldi raggioq usato per il calcolo della media (infatti,
per definizione, la componente secolaye& una funzione lentamente variabile nel tempondjui
puo essere considerata costante per medio-pictetivalli temporali), e se si suppone inoltre dhe i

valor medio della variabile aleatori@ sia nullo, ossia(Yn> = 0. Di conseguenza la media corrente
ci fornisce un valoreu, = s, che rappresenta la stima per1l<n< N —q
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Ovviamente la media corrente non trova applicazipee n<q e pern>N-q, in quanto
l'intorno di X, in questi due casi, non risulterebbe complet@uesti casi bisogna usare una media
corrente su mezzo intorno ¥j. Una stima del termine stocastico dato dalla b#gaaleatoriay, Si
ottiene quindi daY, =X, - u,. Si puo pensare alla serie temporéken,nDT} come ad un
processo stocastico ottenuto{d@n ,n DT} mediante I'applicazione di un operatore linearéltro
lineare

= 28X,
j=-0
i cui pesi sono cosi distribuiti:
a = 1 ,—Qg<j<q¢
o2g+1
a; =0,[j[>q

Tale filtro & definitopassa bassperché la sua applicazione elimina le compondrgi @scillano
rapidamente dalla seri¥,, conservando, di conseguenza, le componenti seatia oscillano
molto lentamente nel tempo. Questo € uno dei fdtrtiche si possono usare per eseguire uno
smoothing sulla serie temporale di dati. Ovviamerdr possiamo scegliere un valoreqdroppo
elevato se la componente secolare non dovesseevégidamente nel tempo, altrimenti possiamo
incontrare dei problemi, per cui il metodo risysta/o di significato.

La componente secolasgdi una serie temporalb(n ,n DT} puo essere eliminata anche attraverso

il metodo delladifferenziazioneehe adesso presentiamo. Definiamo un operata fisultato sia
la differenza del primo ordine tra due eventi sgsog della serie temporale

OX, =X, -X,, =@-B)X,, a8

n

dove indichiamo corB l'operatore di traslazione temporale all'indietrmssia BX, = X, . Gli
operatori di ordine superiore sono definiti in mo@orsivo nel seguente modo

0'x, =0(0'*X, ), con0°X,, = X,

Se questo operatore viene applicato ad un termmeares, = an + b, si ottiene una funzione
costantells, =a .Allo stesso modo, ogni termine secolare polinoenidi gradok puo essere

eliminato, usandé volte un operatore differenziale del tipo (4.1).
Se la serie temporal{n)(n ,nDT} é tale da risultareX, =s, +Y,, per ogninT, dove s, é la

componente secolare rappresentata da un polinamgradiok
S, =8 +an+a,n®+---+a_n"

e Y, € un processo stazionario a media nulla, si ha

O0*X, =Ka,_, +0%Y, (4.2)
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La (4.2) rappresenta un processo stocastico s&z@oeon mediaa,_, Questo risultato mostra
come, data una sequenza tempo{a{g,nDT}, si puo applicare I'operatore differenziale (4k1)

volte, fino a quando non si ottiene una nuova semj@]kxn ,nDT} che puo essere modellizzata

come serie temporale stazionaria. In pratica bagpdicare 'operatore (4.1) una o due volte per
ottenere processo stocastico stazionario, e questovuto al fatto che ogni funzione pud essere
approssimata con un polinomio di grado basso sint@nvallo non troppo esteso. Spesso si nota

che lintensitadella serie temporal%&]kxn N DT} ottenuta aumenta con Questo € un fenomeno

abbastanza comune e puo essere faciimente ridatt tutto eliminato se, ad esempio, si opera
prima con una funzione logaritnm, =log X ,, e poi si applica I'operatore differenziale (4.1).

Nella figura 3 del paragrafo 3 mostriamo un esemgioapplicazione del metodo della
differenziazione di tipo (4.1). La variabile aleadorappresentata nel graficotgrni normalizzat)

'abbiamo ottenuta attraverso la differenziaziored gdrimo ordine dei logaritmi di prezzi del
petrolio in due istanti successivi. Il processocastico {r,,nOT} risulta stazionario (verra

dimostrato in seguito) ed e stato ottenuto nel msmtpuente
r, =log(g,)-log(g,..)

dove g, e g,., sono rispettivamente i prezzi del petrolio (inldolper barile) agli istantn ed
n— 1. Successivamente il processo é stato norma&tiza modo che risultas§q> =0.

Una tecnica alternativa consiste nell'applicareoperatore di differenziazione a cui & associato un
“ritardo” d, definito nel modo seguente

Oy X, = X, = X,y =[1-B)X, (4.3)

n

dove B & sempre I'operatore di traslazione temporalendiétro, mentre non bisogna confondere
I'operatore appena introdotfd, con I'operatore precedente’ .

La potenzialita di questo nuovo operatore sta ingdifcettare ed eliminare anche le componenti
periodiche di periodo apparente Infatti esso si applica ad una serie tempo{aﬂg,nDT}, tale

che X, =s,+p, +Y,, dove p, € una componente periodica di periodo apparnte
Applicando I'operatore (4.3) alla serie tempor{a)(eﬂ ,n DT} otteniamo
|]dxn = Sn _Sn—d +Y, _Yn—d

n

che elimina la componente periodiga dando quindi origine ad un NUOVO pProcesso StaEastn
componente secolarg, —s,_, ed una processo stocastico staziondfieY, , Quindi, applicando
questa volta I'operatore (4.1), la componente sged, —s,_, puo essere rimossa, come descritto
in precedenza.
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5. Un esempio di processo stazionario: Il moto browano classico

Il moto brownianoé un processo stocastico continuo nel tempo cldeeggere descritto da una
random walk (passeggiata stocastica) omogenea. Per la suarsaiva € a buona ragione
considerato il processo stocastico di base. Un nitdidtivo per rappresentare un moto browniano
e considerare i semplici “saltelli” stocastici dn gpunto su di una retta ordinata ed orientata.
Supponiamo che il punto parta dalla posizioge= e 8 muova, verso destra o verso sinistra, di

un tratto pari a/dt, essendadt l'intervallo di tempo impiegato da punto per coergi il passo
(ritenuto costante). La nuova posizione del purdopo n passi, € legata alla posizione
immediatamente precedente tramite la relazione

X, =X, +-/dt

dove il segno (+, —) e attribuito in modo deldutasuale, con uguale probabil%é Otteniamo una

traiettoria continua tramite [linterpolazione limea operata su ogni sottosequenza
ndt<t < (n+1)dt, ossia

X(t) = x, +(t = ndt)(x,., =, ). (5.1)

Si definisce cosi un processo stocasfixdt),t OT}.
Il moto browniano gode delle seguenti proprieta

i. Set=ndteda> 0, gliincrementi X(t +a)- X(t) sono indipendenti dal “passato” del moto,
in altre parole il moto browniano e stazionarimecprivo di memoria.
ii. Il valor medio & sempre nullo, cig& (t)) = 0.

iii. La varianza é finita e vaMar(X (t)) = <X(t)2> =1.

Per passi molto piccoli, tali chét << , il moto browniano ha incremen (t + a)- X (t) che sono
indipendenti tra di loro, a parte una debole ptsiza dovuta all'interpolazione (5.1).

Ognuno di questi incrementi rappresenta la sommaribili binomiali casuali aventi media nulla
e varianza finita. Quindi, in accordo col teorema timite centrale e pedt infinitesimo, la
distribuzione di probabilita limite degli incremer& gaussiana. Piu precisamente, per ogni
abbiamo

2

+00 _L
[e 22dy. (5.2)

lim P{X(t+a)— x(t)g X} -1

b N

La proprieta (5.2), insieme all'indipendenza degtirementi, caratterizza la statistica dei processi
browniani.

Una proprietd importante dei moti browniani € laolocontinuita. Essi sono continui pur
presentando diverse irregolarita. Infatti, chi &uduesti processi, come ad esempio le serie
temporali nell’ambito finanziario, ha avuto modorditare come questi non siano lisci, ma spesso
presentano inclinazioni quasi infinite, in modo réaderne difficile la predizione. Una traiettoria
browniana e quindi in generale non differenziabile.

Un’altra proprieta notevole dei moti browniani éetia che spesso viene chiamata col nome di
autosimilarita statistica (conosciuta col termine inglesesdif similarity). Se effettuiamo una
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trasformazione della scala temporale (dilataziom®mrazione)t - At (con A > 0), per un moto
browniano vale la seguente applicazione

X () — 2% () 5.3)

che e un’applicazione tra moti browniani. Infatti®nsideriamo, per esempio, un moto browniano
definito suII’intervalIo[O,l] e lo “dilatiamo” secondo la (5.3) usando=  ,Gbrisultato € sempre
un moto browniano definito pero suII’intervaI[@,Z]. L’autosimilarita dei moti browniani indica

che questi sono oggetti appartenenti alla geomiesritale. Questo significa che le serie statistiche

appaiono identiche, dilatando o contraendo la deatgorale di un qualche fattore e il “balzo” X
1

di 2.
Figura 4

Benetton Mormalized Feturns - Fandaorm Walk

In figura 4 mostriamo la realizzazione di un motovniano bidimensionale utilizzando come serie
temporale di riferimento i ritorni normalizzati dieci anni di quotazione giornaliera del titolo
Benetton Group.
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6. Misura della stazionarieta di un processo stoctso: I'esponente di Hurst e il Moto
Browniano Frazionario

Nel paragrafo precedente abbiamo affermato che oto torowniano altro non € che un random
walk le cui ampiezze dei salti sono date da unaifure di distribuzione gaussiana con media zero.
Poiché ogni salto € definito temporalmente indigene da tutto cio che e avvenuto nel moto in
precedenza, abbiamo che

(X(t)-x(0)=0 (6.1)

J«X@—X@W>DM; 6.2)

La (6.1) indica che la media del moto brownianaiBan mentre la (6.2) afferma che la deviazione
standard del moto € proporzionale ad una funziarternza del tempo con esponen]éte ossia

aumenta secondo una legge di potenza della vazitgiporale.
Possiamo generalizzare la (6.2) nel modo seguente

S0, 0F) o 63

con 0<H < 1che prende il nome @isponente di Hurst
La (6.3) € la funzione deviazione standard di unonfowniano generalizzato, proporzionale ad
una legge di potenza del tempo con esponeht&itroviamo il classico moto browniano per
1
3
Costruiamo ora una nuova serie temporffg(t),t 0T} formata dagli incrementi di un moto
browniano generalizzato, secondo la (6.3). La nuavebile aleatoria é

$u (t):XH(t+T)_XH(t) (6.4)

dove 7 & un certo ritardo temporale. La serie tempofdlg(t),t 0T} prende il nome diumore

gaussiano frazionario

Mendelbrot e Van Ness introdusserombto browniano frazionariccome generalizzazione del
classico moto browniano, la cui funzione deviazi@mtendard € rappresentata da una legge di
potenza del tempo con esponedtan accordo con la (6.3). Nel moto browniano foaario i salti
restano comunque distribuiti secondo una distritmzigaussiana, ma questa volta gli incrementi
dati dalla (6.4) non sono indipendenti, ma diperddalla storia del moto.

Alla fine del paragrafo 2 abbiamo affermato chduazione di autocorrelazione di un processo
stocastico rappresenta un valido strumento perilisteb la stazionarieta. Cosi definiamo
formalmente la funzione di autocorrelazione pemgaio browniano in questo modo

<(EH (t)_<§(H (t)>)(§(H (t - T) _<EH (t - T)>)>

r)= (6.5)

e 0)-(e. O)F )6 te- 1) - )F)
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La (6.5) prende una forma piu facile se é rifestun moto browniano frazionario. Infatti, per un
moto browniano frazionario la funzione di autoctazéne e definita nel seguente modo

1 2H 2H 2H
plr)= Sl 49 -2 4[r-1) 6
La (6.6) si annulla in due casi: pdr= % cioe se il moto e browniano classico, e per , céso

banale in cui la correlazione € ovviamente uno.

Figura 5
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Nella figura 5 mostriamo un esempio di realizzagiodi un moto browniano frazionario
monodimensionale con esponente di HiHst . 0.7

Nel paragrafo 2 abbiamo affermato che se la furezdirautocorrelazione di un processo stocastico
decade velocemente a zero allora il processo é&ostai, proprio perché gli incrementi
rappresentano delle variabili aleatorie indipendelRfbssiamo dunque concludere che un moto
browniano classico & un processo stocastico staimn

Cosa possiamo dire invece del moto browniano fremio, per il quale gli incrementi non sono
variabili aleatorie indipendenti? Per risponderguasta domanda e necessario sviluppare la (6.6)

per valori diH ;t% e per ritardi temporali sempre piu ampi.

Attraverso alcuni calcoli (che al momento omettiaisipuo dimostrare che

lim p(r) 0 7272 (6.7)

T 00

ossia che per ritardi temporati via via piu grandi la funzione di autocorrelazidi6e6) tende ad
una legge di potenza del tempo con espondiite 2, doveH e sempre I'esponente di Hurst.

La (6.7) dimostra che la funzione di autocorrelagidi un moto browniano frazionario dipende dal
tempo (decade secondo una legge di potenza) in maldanale. Possiamo quindi concludere che
un moto browniano frazionario € un processo stagasbn stazionario.
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Cosi come avviene per il moto browniano classic@ha il moto browniano frazionario presenta
caratteristiche di autosimilarita con esponentattanisticoH

X, (At) = A" X, (1).

Questo significa che le serie statistiche ci appaiddentiche, dilatando o contraendo I'asse
temporale di un fattorel e lo spostamentoX,, di un fattore A" .Quindi il moto browniano
frazionario non possiede una scala temporale easiita e, quando consideriamo un moto
browniano frazionario, ogni salto arbitrario pu@e® considerato di lunghezza unitaria senza per
guesto perdita di alcuna generalita.

Possiamo descrivere I'autosimilarita statisticailimoto browniano frazionario monodimensionale
ricorrendo alladimensione frattaleD che € legata all’esponente di Hurst secondo lazi@he

. . . . . 3
D =2-H. Per un moto browniano classico monodimensionalena® semplicement® =§.

Come abbiamo avuto modo di dire e vedere precehemtie, in un moto browniano frazionario la
funzione di autocorrelazione (6.6) decade lentamardgl tempo (legge di potenza). Il moto
browniano frazionario presenta quindi effetti d@mmoria che possono essere piu 0 meno estesi nel
tempo, a seconda del valore dell’esponente di HHirst

Se le correlazioni degli incrementi del moto broava frazionario sono positive (tendenza a

mantenere lo stesso trend), cioé He>§, il moto si dice esserpersistente Al contrario, se

H <E le correlazioni sono negative (tendenza ad ineri trend) e il moto risulta essere

antipersistente
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7. Stima dell’esponente di Hurst: la De-trended Fluctations Analysis (DFA)

I metodo DFA é uno di quelli che vengono spesslizeati per misurare le correlazioni esistenti
negli incrementi di processi stocastici. Esso € deometodi migliori, almeno dal punto di vista
operativo e computazionale.

Vediamo in che modo esso é strutturato. Dobbianpp@@a considerare un processo stocastico
(per esempio un moto browniano) formato da un remgalk unidimensionalgX (t),t 1T}, che
dividiamo in un certo numero di sottosequenze diaaza notan.

Il prossimo passo & quello di operare un de-trandilel processo stocasticPX(t),t 0T}

utilizzando una regressione lineare, per ogni setjaenza. Otteniamo quindi un de-trended walk
interpolato come segue

X'(t)=a+b(t-t,)

dove cont, abbiamo indicato I'istante iniziale riferito ad ragsottosequenza. Definiamo ora le

fluttuazioniDFA come
Fo(n) = (ax?),

dove
AX = X(t)-X'(t)

rappresenta la distanza tra il processo stocasiiqmartenza{X (t),t T} e il de-trendend walk
{x'@t),toT}.
A questo punto non ci resta che definiesponentelella DFA a(n) come segue

a(n) - d |Og FD(n)

dlog(n+3) (7.1)

Nella (7.1) la correzione (+3) nell’argomento dedaritmo al denominatore si rende necessaria per
valori di n troppo piccoli. Possiamo operare una stima dqﬂbeentea(n) attraverso un fit di
guesto tipo

_ __AlogF,(n)
a(n)~a—Tg(n)

1 1
doveAIog(n) =24, essend@®* il rapporto tra due valori consecutivimli

Se gli incrementi del processo stocast{e6(t),t 0T} sono indipendenti tra di loro, quindi non
. . .1 . 1 . . .
correlati, otteniamo un valore dr =§, mentre ottemamcn#a in caso contrario (presenza di

correlazione tra gli incrementi §iX (t),t OT}).

Un valore costante dir denota anche una stabilita di scala, mentre laesaatuale non costanza
indicherebbe la perdita di stabilita di scala, Itesado I metodo non applicabile al processo
stocastico in esame.
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Se il processo stocasticOX(t),t OT} rappresenta un moto browniano frazionario, alldra

coefficiente della DFA (7.1) coincide con l'espoteerdi Hurst. La DFA rappresenta quindi un
metodo alternativo per stimare I'autocorrelazionardmoto browniano frazionario.

Bisogna pero prestare molta attenzione! Se il msmestocastic§X (t),t 1T} non rappresenta un

moto browniano frazionario, valori (ir(n)¢E non necessariamente implicano presenze di effetti

di memoria tra gli incrementi del processo stocastn esame. Ne costituiscono esempi i processi
stocastici markoviani, noti per essere stazionarilieconseguenza, privi di memoria. In questi

processi il passaggio ad un nuovo stato di sistéimende unicamente da quello immediatamente
precedente e non dal come si e giunti a tale sédtoini processi di Markov presentano una stima

dell'esponente DFAz(n) # % pur essendo stazionari e privi di memoria.

Per essere sicuri che il processo che stiamo aaalio sia un moto browniano frazionario bisogna
che ci sia coerenza tra il comportamento della iime di autocorrelazione e la stima
dell’'esponente di Hurst. Solo in questo caso passiaffermare con certezza che il processo
stocastico con cui abbiamo a che fare &€ un moterbemo frazionario.
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8. Costruzione di un moto browniano classico da una ge temporale finanziaria

Dopo tanti spunti teorici cerchiamo di costruire mmoto browniano partendo da un processo
stocastico particolare, rappresentato da una semorale finanziaria. Si tratta di ventuno anni
(1986 - 2007) di quotazione giornaliera del predebpetrolio in dollari per barile al NYSE (New
York Stocks Exchange), ossia la borsa valori araedac

Nella figura che segue rappresentiamo il grafiooisb della serie temporale appena presentata.

Cushing, O Tl Spot Price FOB (Dollars per Barrel)

price ($)

0 1000 2000 3000 4000 H000 6000
cumulative days

Facciamo una prima analisi qualitativa semplicem@sservando I'andamento del grafico. Il primo
dato allarmante, ma che c’entra poco con la naamtiisi, € la pressoché costante crescita del
prezzo del petrolio col passare del tempo. Invgagsto per tornare ai nostri scopi, notiamo la
presenza di una forte componente secolare (risgdt@mdzzo nel tempo per le evidenti e risapute
varie influenze esterne, quali invasione dell'lraggli e/o aumenti di produzione da parte
dellOPEC, fattori internazionali destabilizzantiNon risultano tuttavia evidenti componenti
periodiche significative. Possiamo dunque consigeiguesta serie di dati come un processo
stocastico che presenta sicuramente una comporsstelare e (bisogna dimostrarlo) una
componente almeno debolmente stazionaria

X(t) = s(t) +Y(t)

dove, coerentemente con quanto affermato nei paffagrecedenti, indichiamo corX(t) il

processo stocastico di base, aft) la componente secolare, c¥ft) la parte stazionaria.

Adesso concentriamo i nostri sforzi per eliminagpmtima la componente secolare al fine di
ottenere un processo stocastico stazionario chiénen dimostreremo essere un moto browniano
classico.

Costruiamo, partendo dalla nostra serie tempongdéaie, un nuovo processo stocastico applicando
il metodo della differenziazione esposto nel pafigd. Chiameremo questo processorno del
prezzo sara del tipdr(t),t OT}, e definito in questo modo

r(t) =log x>((t(:)1) (8.1)
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dove la variabile aleatoriA(t), come abbiamo gia detto in precedenza, rappr@septezzo del
petrolio al tempad.

La variabile aleatoria (8.1), cosi come € statandef presenta un piccolo problema eliminabile,
cioé rappresenta un processo stocastico che, periache stiamo esaminando, é tale da risultare

<r(t)> # 0. Eliminiamo il problema normalizzando il processemplicemente traslandolo in modo
da ottenerne uno nuovo che abbia media nulla. doti@mo un nuovo processo stocastico,
chiamandolaritorno normalizzatodel prezzo (NR), che indichiamo C({ﬁ(t_),tDT}, definito nel
modo seguente

r(t)=r(t)-(r(t) (8.2)

dove con(r(t)) abbiamo indicato il valor medio dei ritorni suteuta serie temporalf (t),t 0T} .

La (8.2) rappresenta un processo stocastico didbdefinizione, tale ch(ﬂf» =0.

Il passo successivo e di dimostrare che la sengadeale (8.2) € un moto browniano classico,
quindi un processo stocastico stazionario, idesifile con il sopra citat¥(t).

Nella figura che segue mostriamo il grafico deligtéiazioni temporali dei ritorni normalizzati del
prezzo del petrolio.
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Il grafico mostra chiaramente come la media dermit normalizzati sia nulla, mentre sono ben
visibili fluttuazioni “estreme” in corrispondenza fafuschi salti del valore del prezzo del petrafio
istanti di tempo immediatamente successivi.
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Ci chiediamo se questi incrementi abbiano o merite d®rrelazioni temporali, ossia se siano
variabili aleatorie indipendenti o se invece dimaisbd un legame temporalmente quantificabile con
le precedenti. Per far cio calcoliamo la funziorieadtocorrelazione (6.5) riferita al processo
stocastico (8.2) (come indicato nei paragrafi pdeod), mostrandone il grafico.
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Il grafico non lascia spazi a dubbi. La funzioneadiocorrelazione collassa istantaneamente sullo
zero e questo dimostra che gli incrementi defimfla (8.2) sono variabili aleatorie indipendenti e
che non presentano correlazioni temporali apprelzzBlal risultato ottenuto possiamo concludere
certamente che il processo stocasl{ﬂd;),t DT} é stazionario, ma non abbiamo ancora dimostrato
che si tratta di un moto browniano classico.

Per raggiungere il nostro risultato ultimo, cioegeéinerare un moto browniano classico partendo
dall'analisi statistica di una serie di dati fingarz, dobbiamo cercare la coerenza tra I'assenza di
memoria sancita dalla funzione di autocorrelazieria stima dell’esponente di Hurst operata col
metodo DFA, introdotto nel paragrafo 7.

L’analisi DFA svolta sulla nostra serie temporat dtorni normalizzati restituisce una stima del
valore dell’esponente di Hurdd = 054+ 003al fit che fra poco vedremo in figura risulta
evidente che questo valore € stabile, rendendagilinsultato del metodo affidabile, in accordo
con quanto detto nel paragrafo 7.
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Ricordando che per quanto riguarda un moto broven&@assico ci aspettiamo un valore teorico di
H = 05, essendo gli incrementi dei ritorni normalizzadriabili aleatorie indipendenti (dimostrato
in precedenza dall'analisi della funzione di autoelazione), possiamo concludere dicendo che
esiste coerenza tra la stima dell’esponente ditHyrsrata col metodo DFA ed il risultato ottenuto
con la funzione di autocorrelazione.

Possiamo quindi concludere dicendo che la seri@mwm{r_(t_),t DT} dei ritorni normalizzati del
prezzo del petrolio, € un processo stocastico @tario identificabile con un moto browniano
classico. Ora possiamo identificare il processaasttico {r_(t_),tDT} col processo stocastico
stazionariofY(t),t 0T} che stavamo cercando. Risulta quindi

X(t)=s{t)+r(t)

dove X(t) e il prezzo del petrolio all'istante s(t) la sua componente secolare@ﬂ) il ritorno del
prezzo normalizzato all’istante

DFA of Crude Oil Normalized Returns
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Nella figura mostriamo il fit lineare operato coetado DFA per stimare I'esponente di Hurst per la
serie temporale dei ritorni normalizzati del predebd petrolio{r_(f),t DT}.

Utilizzando la serie temporale dei ritorni normalsa abbiamo, inoltre, costruito un random walk
unidimensionale che simula 'andamento del prezebpetrolio per lo stesso periodo temporale
indicato nella serie temporabé(t).



prof Valerio CURCIO - Processi Stocastici e Moti Browniani in Finanza 20

gobbobbbugogoobobbbbbodoooobbobbooooooobobooobod

Il moto browniano monodimensionale risultante lostn@amo nella figura che segue

simul NR Qil Price : H=0.54
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Dalla figura possiamo notare come il prezzo osgiliamente poco (si va da un minimo di poco
superiore ai 23% ad un massimo di poco superio29%). Questo risultato lo avremmo in caso di
mercato perfettamente efficiente, cioé depuratoqdalsiasi influenza esterna. Concludiamo
dicendo che dall’analisi del’'andamento del predeb petrolio € stato possibile costruire un moto
browniano classico, ma che non risulta utile a filh operare delle previsioni.
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9. Costruzione di un moto browniano frazionario da unaserie temporale finanziaria

Consideriamo la stessa sequenza tempofXé),t 0T} utilizzata nel paragrafo 8, ossia la

guotazione giornaliera ventennale del prezzo deble per barile, quotato alla NYSE dal 1986 al
2007.

Come abbiamo avuto modo di osservare, essa pres@@atachiara componente secolare che
elimineremo cosi come abbiamo fatto nel paragrafé@sideriamo la serie temporale dei ritorni

normalizzati del prezzo del petroliF(t_),tDT} e la modifichiamo in modo da ottenere un nuovo
processo stocastiqo,,(t),t DT}, che definiamo in questo modo

Te) =1 0)] = (r(0)).- (9.)

Il processo stocastico (9.1) lo chiamiantorno assoluto normalizzatdel prezzo (NANR).

pY

Il nostro scopo & ora quello di trovare un procestmcastico non stazionarifF(t),t 0T},
assimilabile ad un moto browniano frazionario, indw che risulti

X(t)=s(t)+F(t) (9.2)
dove s'(t) € una componente secolare generalmente divergaetla individuata nel paragrafo 8.
Nella figura seguente mostriamo le fluttuazioni meinpo della variabile aleatoria dei ritorni
assoluti normalizzati del prezzo del petrolio.
0,10 +

0,08 -

0.06 +

0,04

0,02

0,00

Normalized Absolute N-Returns Value

002 4—
0 1000

| | | | 1
2000 3000 4000 5000 6000

Cumulative Days



prof Valerio CURCIO - Processi Stocastici e Moti Browniani in Finanza 22

gobbobbbugogoobobbbbbodoooobbobbooooooobobooobod

Per come ¢ stata costruita la serie tempo{@@ti,t DT} possiamo dire che anch’essa ha media

nulla. Anche in questo grafico possiamo notarerésgnza di eccessive fluttuazioni dovute a sbalzi
improwvvisi del prezzo del petrolio ad istanti dinjgo immediatamente successivi.

In accordo con quanto fatto nel paragrafo precedenalcoliamo dapprima la funzione di
autocorrelazione della serie temporale dei rit@ssoluti normalizzati e mostriamone il grafico
nella figura seguente
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Questa volta notiamo che la funzione di autocoriefee non decade istantaneamente a zero, cosi
come invece accadeva per la serie temporale d@enirihormalizzati. Questo comportamento della
funzione di autocorrelazione denota che gli incnetng.1) non sono indipendenti, ma mostrano

correlazioni temporali non banali. Il processo am'n:o{rabsfti,t DT} e quindi non stazionario cosi

che possiamo avere speranza che possa esserelas&nad un moto browniano frazionario.
Questo pero lo dobbiamo dimostrare attraversockrca della coerenza tra comportamento della
funzione di autocorrelazione e la stima dell’espaeali Hurst col metodo DFA.

Possiamo intanto escludere che il processo siaawiarko, proprio per come si presenta il grafico
della funzione di autocorrelazione. Il mancato d@oanto improvviso della funzione di

autocorrelazione per la serie temporﬁggsft ) t DT} non & compatibile con le proprieta dei processi

markoviani, per i quali lo stato ad ogni passo sasivo dipende esclusivamente dal precedente e
non da come esso sia stato raggiunto storicamente.
Fortunatamente riusciamo a trovare quella coereheastavamo cercando perché I'analisi DFA per

la serie temporale{rabst ,tDT} mostra un valore per il coefficiente di Hurst sitm come
H = 082+ 002, ben diverso da quello stimato per la serie temdpodei ritorni normalizzati del
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paragrafo precedente. La persistenza e evidergecome lo € la presenza di memoria nel processo
in esame.

Nella figura che segue mostriamo proprio il fit ogge con I'analisi DFA dell’esponente di Hurst.
Anche in questo caso € ben visibile la stabilitpdeametro.

DFA of Crude Qil Normalized Absolute Returns
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Quest'ultima analisi condotta ci permette di codele che il processo stocastico non stazionario
{rabst 1 DT} rappresenta un moto browniano frazionario, pemposisiamo concludere che la serie

temporale{F(t),t 0T} che cercavamo nella (9.2) & prodrj}1 W\t),t DT}.
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Come abbiamo fatto nel paragrafo precedente, zdiido la serie temporale dei ritorni assoluti
normalizzati abbiamo operato una simulazione di e&aracillerebbe il prezzo del petrolio nello

stesso tempo della serie tempori).

Come possiamo vedere nella figura precedente, uo tmo@wniano frazionario risulta essere un
buon modello per operare delle previsioni. La fgatesenza di effetti di memoria, sancita anche
dall’analisi DFA, rende il moto persistente in modbbastanza robusto e visibile. La nostra
simulazione prevede un prezzo finale di poco sopeii 90$ al barile contro una quotazione reale,
allo stesso periodo, di circa 80$ al barile.
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